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有限局部环 Z / q “Z 上对合矩阵标准形的应用
’

吴 炎
(琼州大学数学系

,
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摘 要 : 设 开 二

z/
q啥是模整数矿的有限局部环

,

其中 q 是素数
,

k > l
,

q 护 2o 利用 兄上
。
阶对合矩阵的相似标

准形
,

构作了一个 C a ” e s ian 认证码
,

计算其全部参数
。
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设左
二 Z /矿Z 是模整数矿的有限局部环 〔̀ 〕

,

其

中 q 是素数 k > 1
,

q 尹 o2 用 尺
`

表示 履中可逆元乘

群
,

用 瓦表示几中元素
,

<砂表示 介的惟一极大理

想
。

显然乏是 元的单位
,

元的所有理想都均由口的某

次方幂生成
,

且对 V 瓦 任 左
,

都有 瓦 二 Z了
,

其中 Z任

元
` ,

o 感 f 落 k
。

当 f
= 0时

,

J 任 无
` ,

当。 < f 蕊 k

时 瓦 〔 <必
,

且 f
二 k 时 。 =

两
` 二
议注意 护

二
tj)

。

易见 对 V Z 任 尺
`

和 瓦 任 <砂
,

有 疏 任 尺
` 。

)tJ

M
。

(动 表示 天上 所有
n
阶矩阵构成的集合

,

令

俄 (左)
=

}滩 呀 Mn (左) } 座 2 = z }
。

容易证明如下命题

命题 l 若对于 。 〔 介住是 及的单位 )
,

有 2吞

二
0( 注意 2五 = 2瓦 )

,

则 反 二 o0

引理 l 巩 (元) 中任意
n
阶对合矩阵 H 都相似

于标准形

尸厅尸
一 ` = d ia g卜 z (

`
)

,

, (
n一 `

) }

其中
,

p 任 CL
, :

( R )
,

r = o
,

l
,

…
, 。 。

此引理利用矩阵代数方法可以证明
,

由于篇幅

原因
,

在此略去
。

关于 C art es ian 认证码的定义及其模仿攻击成功

概率的最大值 乃 和替换攻击成功概率的最大值 sP

的计算公式请参见文「2
,

4 ]
。

下面利用有限局部环

几
= z /矿z ( q 〕 3

,

q 为素数 ) 上
。
阶对合矩阵 ( 笋 土

)I 标准形
,

构作了一个 C
aert

is an 认证码
,

并计算出

其全部参数
。

现设

w 言(豆)
=

}A 任 从 (及) 一通
2 二 I

,

注 尹 士 I }
,

N =
{从

= d i a g (
一 z (

r

)
,

z (一 ) }

其中
, : == l

,

2
,

…
, n

一

令 M
= W言( R )

,

￡ = GL
。

( 双 )
,

S 二 N
。

对于 V g 任 E
,

作映射

f
: 5 x E ~ M

(
、 ,

g )
一 ,

ggs
一 ’

由引理 1知任一不等于
士 I的对合矩阵在相似

变换下都等价于 N 中某一矩阵标准形
,

且这种变

换下的标准形是唯一确定的 ; 故上面映射是满射
,

这样就构作了一个 C art es ian 认证码
。

下面计算其参

数
。

容易得出

引理 2

! 5 1二 n 一 1
,

j E I 二

, *· ’

行( , 一 、 `一

以
凡

( R ) I

: _ 2可』土卫
== q

“ “ 2 且 ( 、
` 一 l )

引理 3 设 m 是与信源
: = 爪 二 d i a g卜 z (

r

)
,

(I
“ 一 r

) }相应的信息
,

则属于信息 m 的编码规则的个

数等于
。 。 = I rCL (尺) 1 1 GL

n _ :

(元) f ( l )

证明 易见
,

属于信息 m 的编码规则的个数
,

就是满足矩阵方程 叉刊奋无
一 ’ 二 m 的解 x 的个数 ( x 任

GL
。

(履) )
。

此方程 叉N沐
一 ’ 二 m 一定有解

,

因为由引

理 l 知道
,

至少存在一个 v 任 cL
。

(天)
,

使得 Vm V
一 ’

二 Nr
,

即 v
一 `

Nr y 二 m
,

故 x = v
一 `
是此方程的解

。

由

此也有 刃洲沐
一 ’ v

一 ’ 二 Nr
。

令

刀 l 二
! x 一尤澎J

一 ` 二 m
,

x 任 浇
n

(及) }
,

D : 二
{ VX ! X 任 D l

}
二

{ vx 1 VX N J
一 , v

一 , 二

Nr
,

x 任 D ,
}

,

召 1 =
{ Y 一NrY y

一 , 二
Nr

,

Y 任 GL
n

(左) }
,
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召2 =
l y

一 , y 一 Y e 刀 l
}

=

! F
一 , r I F

一 ,

NrY y
一 ’ y 二 m

,

Y 〔 B l
}

则容易看出 I D ; ! 二 ! D : l
,

! B l l 二 I B : l
,

且

。 : c B , ,

B : e D ; ;从而有 I D , I 二 1 B l l
。

故求矩阵

方程 叉四J
一 ’ = m 的解 x (可逆阵 ) 的个数就是要求

出

! l x 任 浇
的

(天) I X刀 J
一 , 二

Nr } ! =t cr l

与信源 Nr
.

相应的信息 ( 1 感 r , < r Z 毛 。 一
l)

,

且有

共同的编码规则属于 m 和耐
,

则同属于 m 和 耐 的

编码规则的个数为

1 cL
r .

(尺)I I GL :
一 r :

(及l) l 以
一 : 2

(和 l (3 )

证明 仿照引理 3 的证明方法可得到
,

同属

于 m 和 耐的编码规则的个数就是求满足 以下矩阵

方程组的可逆矩阵尸的个数

一一尸尸
NNrrPP

..r.之

l
由方程 无刃J

一 ’ 二
Nr 得到

尤刃) 二 刀J ( 2 )

r X
: .

X
: , 1

取 尤 =

{
、

;{
、

二J
任 CL

·

( R ,
,

其中 X l , ,

X二分别是

;
阶和

n 一 ;
阶方阵

,

而 x , 2 ,

x 2 1
分别是

r x (
n 一 :

)

矩阵和 (
n 一 r

)
x r
矩阵

。

由 ( 2 )式得到 Z x l: 二 0
,

2 X 2 1

= 0
。

于是由命题 1得到 Xl
: 二 0

,

几
; = 0

。

因此有 Xl
l

任 C乙
几

(豆)
,

x 22 任 GL 卜
r

(豆)
,

故属于信息 m 的编码

规则个数为 ( 1) 所给个数
。

引理 4

其中
,

Nr 一 d i a g卜 r
、

从
2 二 id ag {

一 乃
,

严
一

引

即

{段〕之: 忠
,

I (
r Z一 r 、 ,

尸
一 r :

}
,

由于 l 毛 r l <
r : 毛 n 一 1

,

故 取 尸 二

夕

0
,

2 P 2一 =

名犷(
“ 一

rz)

尸分
一 r Z

)

;0 由命题

,

将 尸 代人 ( 5 ) 式得到 2尸 , 2

几卜几抖卜
1

尸

l 有 尸 l: = o
,

尸 21 = 0
。

于是有二尸

r. .1

X

! M ! =

习
1 CL

n

( R ) l
任 cL

r Z

( R )
,

p 二 任 CL
n

一
2

( R )
。

再设 p l , =

1 CL
r

( R I I GL 卜
r

( R )
-

,

此时 p = id ag { lP
, ,

尸22 } ;

习耳

证明 令 rP

e w 言(天) } (
: 二

( 甲
` 一 l )

了
’ r 一

,
·

( n一 r

) ( Zk一 l )
x玉介

一 r: )“
r l

双犷(
r Z一 r 】

)

玲
2一 『 1 )

=
{通 = 尸脚{尸

一 , 一尸 任 GL
。

(及)
,

通

1
,

2
,

…
, n 一

1)
,

易见 w 言(履)

=
U rr

。

由于线性群 CL
。

(天 ) 可迁地作用在 几 上
,

令 ` , 二
}尸 任 CL

。

(及 ) 1 p N
r

p
一 , 二 Nr }

,

由群在集合

上作用定理
,

得到 ! 尽 l
1 CL

n

( R ) I

一 1 rG l

;再由引理 3

将 尸 = id ag { lP
, ,

尸引 代人 (4 ) 式
,

同样讨论又得到

X , , 二 o
,

几
, 二 o

,

X ; , 任 rGL
:

(及)
,

X二 任 rCL
Z 一 ; .

(尺)
,

p 二 〔 CL 卜
r Z

(刃
。

故得到同属于 m 和 耐 的编码规

则个数就是 ( 3) 式所给个数
。

为方便讨论
,

引进函数

f( r)
二 1 CL r( 及) 川 以

几 _ r

(及) ! 二

的证明有 1 rC l 二 I crL (及) 日 CL 卜
;

(及 ) l
。

由文【3〕

中定理 l 有

卿曰以丈止己亚`匕卫六
, ;

q 2 1 1 L q
’
一 l ) JT (丫

一 l )
i二 ! j

二 1

容易看出 f(
r

)
二

f(
n 一 ;

)
,

且直接计算有

浇
月

( R )
= 。、 2互

傀山宜(。
` 一 1)

,
1

f( 二
,

+
、

l )
= 一亡兰土

。 ( 2、 一 1) ( 2

一
l )

J 又r ) ( q “ 一 r 一 l )
’

I CL
川 _ ;

( R ) l 二
; ( 。 _ r 、 2二卫二 z卫卫= 习立

q
’’ “

’
` ’

2 耳 ( 。
` 一 l )

, 由于 无 > 1
,

q 〕 3
,

所以当 1 毛 ; < n
2/ 时

,

有

cL
;

(动 : 二 。扩皿尹宜( 、
` -

Z r 一 n + l 蕊 0
, r + 1 蕊 n -

;
_

五上土卫

f(
r )

〔 l

于是有

当
n
是奇数

, r =
(

n 一
1) 2/ 时才取等号

此时有

ù<<l)1 M I 二 l 『厂( R ) I 二 ! 几 l

I GL
。

( R )

1 rC l 一

f (
r + l ) < f (

r
)

f(
n 一 r

) < f(
n

一
+

由引理 2 和引理 3 有

f ( l )
,

< f (
n 一 l )

曰名=lr

、矿
一

甲宜
( 。

` 一 1 )
lP 二 m ax

l {
。 任 ￡ l 。 任 m } -

词艺曰
一一

! E I

全
广

’ 一

午
。“ (一 )

’ 一工
~ 增~

月

宜( 。̀ 一 x )且 (。
` 一 l )

m a X

l毛 r ( n 一 l

一

f (
r

立
i GL

。

( R ) I -
一卫卫`

一 _

I GL
几

( R ) ! -

整理便得到引理 4 所求结果
。

引理 5 设 m 是与信源 Nr
Z

相应的信息
,

m’ 是

q 一 l

。 (
“ 一 l ) ( 2几一 ’ ) ( 。

n 一 1 )

再由引理 3 和引理 5 又得到
,

当 1 感 : , < r : 簇 n
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l 时 (当
r -

! rCL
,

== l
, r Z ==

( R ) 1 1

2 时就直接取等号 )
,

有

GL
· 2一 ; :

( R ) 1 I GL 一
; 2

( R ) l
1 5 1 = n 一 l

,

1 E I

; . 2 _

丛
旦生」1

二 了
.’ ’

2 11 ( , ` 一 1 )
,

( 叮
,

一 ) ( n 一 r

) ( 2无一 l )

丫
f(

r Z
)

I M ! 二

I CL
一

( R ) 1 1
rGL

2

R )

_ , ( R ) 1 1

1 1 CL
n 一 ; ,

nGL
( R )

一 : ( R ) -
全官

( g
` 一 r -

GL
· 2

( lP 二

I GL
,
( R ) 日 CL Z _ ,

( R )

一及二上一
, _ 。 , 、

_
(

n

一 ) ( 2`一 ) \ 甘 一 1 2 ,

叮

CL
Z

( R ) sP 二

, ..JJ, .es.J
,且

2
厂ILr.L

( 。
` 一 、`

一 ’
)

2

。 4` 一 ,

且 ( 。` 一 1 )

l

。 Z k一 I
( 。 + l )

l

一 。 Z k一 `
( 。 + l ) 参考文献
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